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Annotatsiya: Ushbu maqolada birinchi va ikkinchi tartibli differensial 

tenglamalarni yechishning klassik va zamonaviy usullari o'rtasidagi bog'liqlik va 

ularning yechimlaridagi farqlar ko'rib chiqiladi. Klassik usullar analitik yechimlarga 

asoslangan bo‘lsa, zamonaviy usullar sonli metodlar orqali murakkab tenglamalarni 

yechishda qo‘llaniladi. Klassik va zamonaviy usullar o‘rtasidagi aloqadorlik 

tushuntiriladi va ularning matematik modellashtirishdagi o‘rni tahlil qilinadi. 

Zamonaviy usullar kompyuter yordamida katta va murakkab tizimlarni modellashtirish 

uchun katta imkoniyatlar yaratadi. 

Kalit so‘zlar: Karra koeffitsientlar usuli,Gomogen va nogomogen tenglamalarni 

yechish, Finite element usuli, analitik yechim, Chegaraviy qiymat usullari. 

 

Kirish. 

Differensial tenglamalar ko'plab fizik, texnologik va muhandislik jarayonlarini 

modellashtirish uchun ishlatiladi. Ular obyektlar yoki tizimlarning o'zgarishini 

tavsiflashda ishlatiladi. Birinchi va ikkinchi tartibli differensial tenglamalar analitik 

yechimlar orqali klassik usullar bilan hal etilgan bo‘lsa, zamonaviy texnologiyalar va 

murakkab tizimlar rivojlanishi bilan ularni yechish uchun zamonaviy usullar, ayniqsa, 

sonli metodlar keng qo‘llanila boshlandi. Ushbu maqolada klassik va zamonaviy 

usullarni ko‘rib chiqamiz, ularning farqlari va bog‘liqliklarini tahlil qilamiz. 

Metodika tahlil: 

1. Birinchi Tartibli Differensial Tenglamalar  

   Klassik usullar: ko‘pincha ko‘plab fizik, kimyoviy va texnologik jarayonlarni 

tavsiflashda ishlatiladi. Klassik usullar birinchi tartibli tenglamalarni analitik 

yechishda keng qo‘llaniladi. Ularning ichida ajratilgan o'zgaruvchilar usuli va 

integratsiya usuli eng ko‘p ishlatiladigan usullardandir. Bu usullarni kengroq 

tushuntirish orqali maqolangizning mohiyatini ochib berishga yordam beraman.  

  Ajratilgan o‘zgaruvchilar usuli:  Ajratilgan o‘zgaruvchilar usuli – birinchi 

tartibli differensial  tenglamalarni yechishda eng asosiy va sodda usullardan biri 
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hisoblanadi. Bu usul o‘zgaruvchilarni alohida- ajratilgan ko‘rinishda taqdim qilishga 

asoslangan bo‘lib, quyidagi ko'rinishda bo'lgan tenglamalarda  qo‘llaniladi:  

                                                                 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚)                                                     

1. 

Bu yerda f(x) faqat x o‘zgaruvchiga bog‘liq, g(y) esa faqat yyy o‘zgaruvchiga 

bog‘liq bo‘ladi. Usulning mohiyati shundaki, o‘zgaruvchilarni ajratish orqali 

tenglamani ikki qismga bo‘lamiz:  

                                                                 
𝟏

𝒈(𝒚)
𝒅𝒚 = 𝒇(𝒙)𝒅𝒙                                                  

2. 

Keyin har bir qismini alohida integrallaymiz: 

                                                                    ∫
𝟏

𝒈(𝒚)
𝒅𝒚 = ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙                                          

3. 

Ushbu usulda ajratilgan o‘zgaruvchilarni integratsiya qilish natijasida yechim 

topiladi. Ushbu usul faqatgina o‘zgaruvchilar ajratilishi mumkin bo‘lgan tenglamalar 

uchun qo‘llaniladi, lekin juda ko‘p oddiy tizimlar uchun samarali hisoblanadi.  

Amaliy Misol: Quyidagi oddiy tenglamani yechib ko‘raylik.  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙𝒚  

O‘zgaruvchilarni ajratamiz:  

𝟏

𝒚
𝒅𝒚 = 𝟐𝒙𝒅𝒙 

Integrallash natijasi:                                    

∫
𝟏

𝒚
𝒅𝒚 = ∫ 𝟐𝒙𝒅𝒙 

𝒍𝒏 ∣ y ∣= 𝒙𝟐 + 𝑪 

Yechimni y ga nisbatan ifodalaymiz:  

𝒚 = 𝑪𝒆𝒙𝟐
 

Bu ajratilgan o‘zgaruvchilar usuli orqali topilgan umumiy yechimdir. 

 Integratsiya usuli. Integratsiya usuli ham birinchi tartibli differensial 

tenglamalarni yechishda ishlatiladi, lekin u qo‘shimcha qadamlarni talab qiladi. Oddiy 

integratsiya usuli to‘g‘ri chiziqli tenglamalar uchun ishlatiladi, bu tenglamalar 

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝑷(𝒙)𝒚 = 𝑸(𝒙) 
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Bu yerda P(x) va Q(x) - x ga bog‘liq funksiya. Integratsiya usuli yordamida bu 

tenglamani yechishda quyidagi qadamlar ko‘riladi:  

 

Tenglamani birinchi qadamda integrallanuvchi faktor bilan ko‘paytirish kerak 

bo‘ladi:  

                                            𝝁(𝒙) = 𝒆∫ 𝑷(𝒙)𝒅𝒙                                                    4. 

Tenglamaning har bir qismini integrallanuvchi factor μ(x) ga ko‘paytiramiz:  

                                         𝝁(𝒙)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝝁(𝒙)𝑷(𝒙)𝒚 = 𝝁(𝒙)𝑸(𝒙)                        5. 

Tenglama endi quyidagi ko‘rinishga keladi:  

                                                
𝒅

𝒅𝒙
[μ(x)y] = 𝝁(𝒙)𝑸(𝒙)                                     6. 

Endi bu tenglamani to‘liq integrallashtiramiz:  

                                            𝝁(𝒙)𝒚 = ∫ 𝝁(𝒙)𝑸(𝒙)𝒅𝒙 + 𝑪                                 7. 

Bu yerda C – ixtiyoriy konstantadir. Keyin yechimni y ga nisbatan topamiz: 

                                          𝒚 =
𝟏

𝝁(𝒙)
(∫ 𝝁(𝒙)𝑸(𝒙)𝒅𝒙 + 𝑪 )                                   8. 

Ajratilgan o‘zgaruvchilar usuli va integratsiya usuli birinchi tartibli 

differensial tenglamalarni yechishning klassik usullari bo‘lib, ular oddiy fizik va 

matematik jarayonlarni modellashtirishda keng qo‘llaniladi. Ajratilgan o‘zgaruvchilar 

usuli to‘g‘ridan-to‘g‘ri o‘zgaruvchilarni ajratib integrallash orqali ishlatilsa, 

integratsiya usuli murakkabroq tenglamalar uchun qo‘llaniladi. Ushbu usullarni 

tushunish zamonaviy sonli usullarga asos yaratadi va ko‘plab muhandislik masalalarini 

yechishda foydali bo‘ladi.  

1. Ikkinchi Tartibli Differensial Tenglamalar: 

Karra koeffitsientlar usuli: Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar ko'pincha 

fizik muammolarni hal qilishda, ayniqsa, tebranish, issiqlik o'tkazish, va elektromagnit 

jarayonlarni modellashtirishda ishlatiladi. Klassik usullardan biri bu karra 

koeffitsientlar usuli bo‘lib, u ko‘pincha ikkinchi tartibli tenglamalarni hal qilish uchun 

ishlatiladi. Tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:  

                                        𝒂
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝒃
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒄𝒚 = 𝟎                                              9. 

Bu tenglama xarakteristik tenglamaga o‘tkaziladi:  

                                           𝒂𝒓𝟐 + 𝒃𝒓 + 𝒄 = 𝟎                                                 10. 

Xarakteristik tenglamani yechib, umumiy yechim topiladi. Agar diskriminant 

musbat bo‘lsa, ikki real ildizga ega bo‘ladi va yechim quyidagi ko‘rinishda yoziladi:  
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                                      𝒚(𝒙) = 𝑪𝟏𝒆𝒓𝟏𝒙 + 𝑪𝟐𝒆𝒓𝟐𝒙                                            11. 

Bu yerda r1 va r2 – xarakteristik tenglamaning ildizlari, 𝑪𝟏 va  𝑪𝟐 – ixtiyoriy 

konstantalar.  

Misol: Quyidagi tenglamani ko‘rib chiqaylik:  

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 𝟓

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟔𝒚 = 𝟎 

Xarakteristik tenglama quyidagicha bo‘ladi: 

𝒓𝟐 − 𝟓𝒓 + 𝟔 = 𝟎 

U holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi: 

𝒚(𝒙) = 𝑪𝟏𝒆𝟐𝒙 + 𝑪𝟐𝒆𝟑𝒙 

Ikkita bir xil real ildiz: Agar diskriminant nolga teng bo‘lsa, xarakteristik 

tenglama ikkita bir xil real ildizga ega bo‘ladi. Bunday holda umumiy yechim 

quyidagicha yoziladi:  

                                               𝒚(𝒙) = (𝑪𝟏 + 𝑪𝟐𝒙)𝒆𝒓𝒙                                       12. 

Ikkita kompleks ildiz: Agar diskriminant manfiy bo‘lsa, tenglama ikkita 

kompleks ildizga ega bo‘ladi. Ildizlar quyidagicha bo‘ladi:  

𝒓 = 𝜶 + 𝒊𝜷 

Bunday holda umumiy yechim quyidagi trigonometrik funksiyalarda ifodalanadi: 

                             𝒚(𝒙) = 𝒆𝒂𝒙(𝑪𝟏𝒄𝒐𝒔(𝜷𝒙) + 𝑪𝟐𝒔𝒊𝒏(𝜷𝒙))                                      13. 

Gomogen va nogomogen tenglamalarni yechish:  

Gomogen tenglamalar – o‘ng tomoni nolga teng bo‘lgan tenglamalar bo‘lib, 

ularning umumiy ko‘rinishi quyidagicha: 

                                                    𝒂
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝒃
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒄𝒚 = 𝟎                                             14. 

Gomogen tenglamalar klassik usullar bilan yechiladi va umumiy yechimni 

topishda yuqorida ko‘rib o‘tilgan karra koeffitsientlar usuli qo‘llaniladi. 

Nogomogen tenglamalar – o‘ng tomonida nol bo‘lmagan tenglamalar bo‘lib, 

quyidagi ko‘rinishga ega: 

                                                 𝒂
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐 + 𝒃
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒄𝒚 = 𝒇(𝒙)                                            15. 

Bu yerda f(x) tenglamaning o‘ng tomonida berilgan funksiya. Nogomogen 

tenglamalar uchun umumiy yechim ikki qismdan iborat bo‘ladi: 

 Homogen tenglama uchun umumiy yechim. 

 Maxsus yechim (nogomogen qism uchun). 

https://scientific-jl.org/index.php/obr
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Maxsus yechimni topish uchun turli usullar, masalan, o‘zgaruvchi 

koeffitsientlar usuli yoki maxsus funksiyalar usuli ishlatiladi. Misol uchun, agar 

o‘ng tomonda sinus yoki kosinus funksiyasi bo‘lsa, yechimni shu funksiyaga mos 

xususiy yechim orqali topish mumkin. 

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar ko'pincha muhandislik, fizika va 

boshqa ilmiy jarayonlarni modellashtirish uchun qo‘llaniladi. Karra koeffitsientlar 

usuli oddiy differensial tenglamalarni yechish uchun juda samarali bo‘lib, turli holatlar 

uchun umumiy yechimlarni topishda ishlatiladi. Gomogen va nogomogen 

tenglamalar klassik tenglamalardan farqli o‘laroq, nohogen qism uchun maxsus 

yechimlarni talab qiladi. Ushbu usullarni tushunish zamonaviy matematik 

modellashtirishda katta ahamiyatga ega bo‘lib, ko‘plab ilmiy va texnik muammolarni 

yechishda qo‘llaniladi. 

3. Zamonaviy usullar. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni yechishda 

klassik usullar ko‘pincha aniq analitik yechimlar beradi, ammo real dunyoda ko'plab 

masalalar juda murakkab bo‘lib, bunday tenglamalarning analitik yechimlarini topish 

qiyin yoki imkonsiz bo‘lishi mumkin. Shu sababli, zamonaviy sonli metodlar bu 

tenglamalarni yechishda keng qo‘llaniladi. Quyida ushbu usullarning ikki turi – finite 

element usuli va chegaraviy qiymat usullari – haqida batafsil ma’lumot keltiriladi. 

a) Finite Element Usuli (FEM) 

Finite Element Usuli (FEM) – bu murakkab geometriyalar va murakkab 

yuklanish sharoitlarini modellashtirish uchun ishlatiladigan zamonaviy matematik 

yondashuv. Bu usul ko‘pincha muhandislik, fizika va boshqa texnik fanlarda 

qo‘llaniladi, ayniqsa, konstruksiyalarni tahlil qilish, suyuqlik mexanikasi, 

elektromagnit maydonlar va boshqa ko‘plab sohalarda. 

Finite element usuli differensial tenglamalarni yechish uchun maydonni kichik, 

oddiy shakllarga ajratib, har bir shaklda (elementda) tenglamani yechishni o‘z ichiga 

oladi. Bu kichik elementlarning yechimlari umumiy maydon bo‘ylab birlashtiriladi va 

butun maydonning yechimi olinadi. Bu yondashuv quyidagi qadamlarni o‘z ichiga 

oladi: 

 Bo‘lish (discretization): Geometriyani kichik elementlarga (masalan, 

uchburchaklar yoki to‘rtburchaklar) bo‘linadi. 

  Element tenglamalari: Har bir element uchun tenglamalar yaratiladi va 

ularning chegaraviy qiymatlari hisobga olinadi. 

  Yechim: Har bir element bo‘yicha tenglamalar yechilib, umumiy maydon 

bo‘yicha natija yig‘iladi. 

https://scientific-jl.org/index.php/obr
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Finite element usuli ikkinchi tartibli differensial tenglamalar uchun o‘ta samarali 

bo‘lib, ularni aniq yechimlarini topish qiyin bo‘lgan murakkab tizimlarda ham 

qo‘llaniladi. 

Amaliy qo‘llanilishi: 

  Konstruksiyalar tahlili: Finite element usuli konstruksiyalarning mexanik 

holatini, masalan, kuchlanish va deformatsiyalarni tahlil qilishda ishlatiladi. 

  Suyuqlik mexanikasi: Suyuqlikning oqishini modellashtirishda (Navier-

Stokes tenglamalariga asoslangan holda) FEM keng qo‘llaniladi. 

  Elektronika va elektromagnitizm: Elektr maydonlari va elektromagnit 

to‘lqinlarning tarqalishi finite element usuli orqali tahlil qilinadi. [11 p 39-41] 

b) Chegaraviy Qiymat Usullari (Boundary Value Problems) 

Chegaraviy qiymat usullari (BVP) differensial tenglamalarni hal qilishda 

chegara shartlariga asoslangan usullar bo‘lib, ko‘pincha muhandislik va fanlarda 

qo‘llaniladi. Bu usulda tenglamaning yechimi butun bir intervalda topilishi kerak, bu 

intervallarda chegaraviy shartlar belgilangan bo‘ladi. Bu shartlar ko‘pincha fizik va 

texnik jarayonlarni ifodalaydi. 

Chegaraviy qiymat usullari differensial tenglamalar uchun muhim bo‘lgan sonli 

metodlar hisoblanadi, chunki ko‘plab muhandislik masalalari (masalan, issiqlik 

tarqalishi, suyuqlik oqimi, elastiklik) aynan chegaraviy qiymat masalalari bo‘lib 

keladi. 

Masalan: 

 Issiqlik tarqalishi: Masalan, tayoqcha bir uchida berilgan haroratda ushlab 

turilgan bo‘lsa va ikkinchi uchi issiqlik oqimini hisoblashda FEM va BVP usullari 

yordamida issiqlik o‘tkazish differensial tenglamasi hal qilinadi. 

 Elektromagnit maydonlar: Elektromagnit to‘lqinlar tarqalishini 

modellashtirishda chegaraviy shartlarga asoslangan sonli yechimlar ishlatiladi. 

Chegaraviy qiymat usullari tenglamalarni sonli yechishda quyidagi bosqichlarni 

o‘z ichiga oladi: 

 Bo‘laklarga ajratish (discretization): Xuddi finite element usuli kabi, 

maydonni yoki tizimni kichik bo‘laklarga ajratish. 

 Differensial tenglamalarni yechish: Har bir bo‘lak uchun tenglamani sonli 

metodlar yordamida yechish. 

 Chegaraviy shartlar qo‘llash: Barcha bo‘laklar bo‘yicha yechimlarni 

umumlashtirish va natijada butun tizim bo‘yicha yechim olish. 

Amaliy qo‘llanilishi: 
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 Suyuqliklar harakati: Suyuqliklar va gazlarning oqishini modellashtirishda. 

 Issiqlik muammolari: Energiya saqlanishi va issiqlik tarqalishiga oid 

masalalarda. 

 Mexanik konstruksiyalar: Mashina qismlarida yuk ta’sirida hosil bo‘ladigan 

kuchlanish va deformatsiyalarni hisoblashda ishlatiladi. 

Xulosa: Birinchi va ikkinchi tartibli differensial tenglamalarni yechish usullari 

zamonaviy texnologiya va fan sohalarida katta ahamiyatga ega. Klassik usullar, 

masalan, ajratilgan o‘zgaruvchilar va integratsiya usullari oddiy differensial 

tenglamalarni analitik yechishda samarali bo‘lsa-da, zamonaviy texnologiyalar 

rivojlanishi bilan murakkabroq jarayonlarni yechish uchun sonli metodlar qo‘llanila 

boshlandi. 

Finite element usuli va chegaraviy qiymat usullari kabi zamonaviy usullar 

murakkab geometrik shakllar, fizikaviy jarayonlar va nozik texnologik tizimlarni 

modellashtirishda keng qo‘llaniladi. Ular orqali texnika va muhandislik sohalaridagi 

real dunyo masalalari, masalan, issiqlik o‘tkazish, suyuqlik mexanikasi, va mexanik 

konstruksiyalar kabi jarayonlar aniq modellashtiriladi va tahlil qilinadi. 

Shunday qilib, klassik va zamonaviy usullar bir-birini to‘ldirib, differensial 

tenglamalar bilan ishlashda keng imkoniyatlar yaratadi. Murakkab texnologik va ilmiy 

muammolarni hal qilishda bu usullarni qo‘llash natijasida samaradorlik oshadi va 

tizimlarning to‘g‘ri ishlashi ta’minlanadi. Kelajakda ushbu usullarni yanada chuqurroq 

qo‘llash, murakkab tizimlar bilan ishlashda innovatsion yondashuvlar yaratish 

imkonini beradi. 
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