s q
®F-  ObPA3OBAHHE HAYKA H HHHOBAIIHOHHBIE HIEH B MUPE NN\

et 2181-3187

—

PARABOLIK TIPDAGI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI TO‘R
USULI BILAN YECHISH

Nizomitdinova Nozimaxon Rustambek qgizi

Farg ‘ona davlat universiteti

24-amaliy matematika yo ‘nalishi 1-bosgich magistranti
nozimakhannematova@gmail.com

Ne’matova Hayitxon Nodirbek qizi

Farg ‘ona davlat universiteti

24-amaliy matematika yo ‘nalishi 1-bosgich magistranti
nematovahayitxon@gmail.com

Annotatsiya. Ushbu magolada parabolik tipdagi differensial tenglamalarni to‘r
usuli yordamida yechish usullari ko‘rib chigilgan. Differensial tenglamalar ko‘plab
fizik va matematik modellarni ifodalash uchun ishlatiladi. To‘r usulining explicit,
implicit va Crank-Nicolson kabi asosiy turlari tahlil gilinib, ularning afzalliklari va
kamchiliklari yoritilgan. Amaliy masala misolida to‘r usulining go‘llanilishi
bosgichma-bosgich bayon gilingan. Shuningdek, ushbu usullarni dasturiy amalga

oshirish uchun gadamlar ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: parabolik differensial tenglama, to‘r usuli, boshlang‘ich shart,

chegaraviy shartlar, ayirmali sxema, sonli yechim.

Kirish. Parabolik tipdagi differensial tenglamalar ko‘plab amaliy masalalarni
yechishda uchraydi. Masalan, issiglik o‘tkazuvchanligi, diffuziya va boshga fizik

jarayonlar parabolik tenglamalar orgali modellashtiriladi. Ushbu tenglamalarni analitik
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usullar bilan yechish har doim ham imkoni bo‘Imaganligi sababli, numerik usullar keng
go‘llaniladi. Numerik usullarning asosiy vositalaridan biri bo‘lgan to‘r usuli ushbu
magolaning markaziy mavzusidir. Ushbu magolada to‘r usuli yordamida parabolik

tenglamalarni yechish bosgichlari tahlil gilinadi.

Mavzuga oid adabiyotlar sharhi. Parabolik tipdagi xususiy hosilali differensial

tenglamalarni yechishga doir bir necha kitob va jurnallar mavjud, masalan:

1. Ismatullayev G.P., Koshergenova M.S. "Hisoblash usullari" (Toshkent:
«Taftakkur Bo‘stoni», 2014)

Ushbu adabiyot hisoblash usullarini o‘rganish uchun keng gamrovli go‘llanma
hisoblanadi. Kitobda matematik masalalarni numerik yechish usullari, ularning nazariy

asoslari va amaliy dasturiy tatbigi hagida batafsil ma’lumot berilgan.
2. Israilov M.I. "Hisoblash usullari. 1-gism" (Toshkent: O‘gituvchi, 2003)

Mazkur kitob hisoblash matematikasi bo‘yicha fundamental asar hisoblanadi.
Unda nazariy tushunchalar anig matematik asoslar bilan yoritilgan bo‘lib, hisoblash
usullarining asosiy tamoyillari va ular yordamida differensial tenglamalarni yechish
algoritmlari, qat'iylik va bargarorlik masalalari bo‘yicha chuqur nazariy tahlillar

berilgan.

3. Abduxamidov A.U., Xudoynazarov S. "Hisoblash usullaridan amaliyot va
laboratoriya mashg ulotlari” (Toshkent: O‘gituvchi, 1995)

Bu go‘llanma asosan laboratoriya mashg ulotlariga yo‘naltirilgan bo‘lib,
hisoblash matematikasi nazariyasini amaliyotda qo‘llashga yordam beradi.
Differensial va integral tenglamalarni numerik yechish bo‘yicha amaliy mashglar
keltirilgan.

4. C. F. Gerald va P. O. Wheatley (1999) o‘z asarlarida to°‘r usulining matematik
asoslarini bayon gilgan. Ularning tadgiqotlarida explicit va implicit usullarning stabil
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ishlashi shartlari batafsil o‘rganilgan. Shu bilan birga, Crank va Nicolson tomonidan

Kiritilgan usul (1947) yuqori aniglik va bargarorlik tufayli keng go‘llanilgan.

Muhokama va natijalar. Faraz gilaylik, I'= {0 < x <1, 0<t<T} sohada ushbu

du d°u

E_WJrf(X’t) (1)

parabolik tenglamaning (issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining)
u(x,0)=p(x) (2)
boshlang‘ich shart va

u(0,t)=w,(t), u(Lt)=w,(t) (3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimini topish talab gilinsin. Bu yerda

o(X), w(t), v (t) - berilgan funksiyalar. (1)-(3) masalaning yechimi mavjud,

yagona yechim u (x,t) esa kerakli tartibgacha hosilalarga ega deb hisoblaymiz.

Ayirmali sxema qurish uchun I" sohani x va t koordinatalar bo‘yicha mos

ravishda h=2, ¢ =% gadamli to*g*ri to‘rtburchak to‘r bilan almashtiramiz. (x;.t;),
n

1=0,1...,N, J=0,1,...,K nugtalar to‘plamini to r sohaning tugunlari deymiz.

Quyidagi

(X:t), 1=0.L.,N, (%,t;) va (xy.t;), j=0,1,...K

tugunlari to‘r sohaning chegaraviy tugunlari, golganlari esa to‘r sohaning ichki
tugunlari deyiladi.

2

Endi (1) ni (xi,tj) nuqtada approksimatsiya gilish uchun gt—u va % hosilalarni
X
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u. . —U:
(a_u) ~ ij+1 ij , (4)
ot (Xi ,tj) T
@ N Uigj — 205 +U; g 5)
ox? (1) e h?

tagribiy formulalar bilan almashtiramiz. (4) va (5) ni (1) ga qo‘yamiz, hamda (2)

va (3) ning approksimatsiyasini yozamiz, natijada quyidagi ayirmali masalani hosil

gilamiz:
%”_u”:u“j_m?+qu+fwi=L2WqN—1,j=QL””K—1 (6)
T h :
Uo=¢, i=01..,N (7)
Up; =Wo;r Uy =Wi;0 §=0,1..,K-1 (8)

(6), (7), (8) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi bo‘lib, tenglamalar soni

noma’lumlar soniga tengdir. Agar |j-gatlamdagi yechimning giymatlari ma’lum

bo‘lsa, ( j +1)-gatlamdagi yechimning giymati

i=12,.,N-1 9)

= U, + 2 f

formula bilan aniglanadi. uy;,, va Uy, lar mos ravishda v, va y,;,, ga teng.
Shuning uchun (6), (7), (8) sxema oshkor deyiladi. Quyida ayirmali sxemaning
turg‘unligi va yaginlashishi uchun zaruruiy shartni chigaramiz. Xususan, (6), (7), (8)
sxemani z <0,5h* shart o°rinli bo‘lsagina go‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning

uchun (6) ga mos
ukj+1 - ukj _ uk+lj 3 2ukj + uk—lj

T h? (10)
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birjinsli tenglamani ko‘ramiz. (10) ning xususiy yechimini
uy) =qle™™ (11)

ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda i- mavhum bir, ¢- ixtiyoriy hagigiy son va q-

ikhe

aniglanishi lozim bo‘lgan noma’lum son. (11) ni (10) ga go‘yib va €™ ga gisqartirib

q-1_ e™-2+e™

T h?

ni hosil gilamiz, bundan
., he T
q=1—4aSIn 7, a:F (12)

ekanligini topamiz. (11) ko‘rinishdagi yechim uchun mos u,,(¢)=e""

boshlang‘ich shartlar chegaralangan. Agar ¢ ning gandaydir giymatida (11) dagi g
moduli bo‘yicha birdan katta bo‘lsa, u holda j — oo da (11) cheksiz o‘suvchi bo‘ladi.
Bunday holda (10) ayirmali tenglama noturgun deyiladi, chunki yechimning
boshlang‘ich shartlarga uzluksiz bog‘ligligi buziladi. Agar |g|<1 bo‘lsa, (11)
ko‘rinishdagi yechimlar j ning ixtiyoriy giymatida chegaralangan bo‘lganligi uchun
(10) ayirmali tenglama turg‘un deyiladi. (10) tenglama uchun |q| <1 shart ixtiyoriy ¢
uchun fagat a <0,5 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, (6), (7), (8) ayirmali sxemani
7 <0,5h* shart bajarilgandagina qgo‘llash mumkin. Bunday ayirmali sxema shartli

turg‘un deyiladi.

Endi oshkormas sxemani ko‘ramiz. Buning uchun (x;,t;), (X.p.t;..). (X.tp.,),

(%11}, ) nugtlarni (1) ni approksimatsiya gilish uchun jalb etamiz va natijada

Ujja — Ujj _ Uit — 2uij+1 Ui Lt

h2 ij+1° i:112"-'1N _1; jzo,l,-..,K—l
T

—
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Uy = @i, i=01,...,N (13)
Upjss =Woi» Unjur =¥1j0r J=01..,K-1

ko‘rinishidagi oshkormas sxemaga ega bo‘lamiz. Bu sxema 7 bo‘yicha birinchi,

h bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. (13) ni quyidagicha yozamiz:

QUi 15 — (1+ Za)uijﬂ +aui ., tU; =7 fij+1

1=12,..,N-1 j=01..K-1 (14)
Upjr1 = Wojr Unjr = Wi j=01..,K-1

(14) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi, uning matritsasi uch diagonalli, uni

haydash usuli bilan yechish mumkin, chunki diagonal elementlari salmoqli.
(14) ayirmali sxema turg‘unligining zaruriy shartini chigaramiz. Buning uchun

u u. u

jar U iajer — 2U;j,, U

T h?

ij+1 i-1j+1

bir jinsli tenglamaning xususiy yechimini (11) ko‘rinishda izlaymiz va natijada
-1
q :(1+4a-sin2h7¢) Ca==

ga ega bo‘lamiz. Demak, ixtiyoriy ¢, 7, h larda |g| <1, ya’ni (13) ayirmali sxema

absolut turg‘un. Absolut turg‘un sxemaning afzalligi shundaki, to‘r gadamlariga hech
ganaga shartning yo‘qligidir. Bu o‘z navbatida, hisoblashdagi talab gilingan aniglikni

ta’min gilish uchun h va z larni tanlash imkonini beradi.

Misol. G ={0<x<0.6; 0<t<0.01} sohada
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sxemadan foydalanib yeching.

ou o

o o

u(x,0)=cos(2x+0.19),

u(0,t)=0.92,

u(0.6,t)=0.1798

m—

Differensial masalani to‘r metodi bilan h=0.1,  =1/6 bo‘lganda oshkor

1 1

Yechish: «=1/6 bo‘lganligi uchun aziz = T:i._:_ bo‘ladi.
h 6 600

100

Berilgan masalani ayirmali masalaga o‘tkazamiz, u quyidagicha:

(a_uj . uij+1 - uij
ot (x47) t |

u

(@j . I+1j - 2U
2 - 2
8X (xi ,tj) h
ij+1 uij . I+1j

2u

T h2

6'(uij+1 _uij)_ iy — 20y +U;

ij+1 —

@lH

U, =cos(2x +0.19)

Up; =0.932; u,; =0.1798

(U + Ay +Uy;)

-1j
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Jadvalga boshlang‘ich va chegaraviy qiymatlami yozamiz. Ulaming
simmetriyasidan foydalanib jadvalni fagat x = 0; 0.1, 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 lar uchun
to‘ldiramiz.

t;=J-7; X% =i-h

i=0, X, =0, Uy =cos(2-0+0.19)~0.932
i=1 X, =0.1 Uy =cos(2-0.1+0.19)~ 0.9249

i=2, X =02, Uuy=cos(2-0.2+0.19)~0.8309
i=3, X, =03, =cos(2-0.3+0.19) ~ 0.7038
i=4, x,=0.4, =cos(2 0.4+0.19) ~ 0.5487
i=5 X =05 uy,=cos(2-0.5+0.19)~0.3717
i=6, X, =06, Uy,=cos(2-0.6+0.19)~0.1798
Boshlang‘ich va chegaraviy giymatlardan foydalanib
Ui = é (uI 4 HAU, +u,+1j) formula orqgali qolgan giymatlarni topamiz:
_ 1
i=1 j=0: u,= . (Ugy + AUy, + Uy, ) = 0.9104
_ 1
i=2, j=0: u,= . (Uye +4U,, + Uy, ) = 0.8254
. 1
i=3, j=0: u,= . (Uyy + AUy + Uy, ) = 0.6992
_ 1
i=4, j=0: u,= = (Ug, +4U,, + Uy, ) = 0.545
. 1
i=5 j=0: u,= . (Uyo +4Ugy + Uy, ) = 0.3691
: . 1
i=1 j=1: u,= . (Ugy +4uy; +U,, ) ~0.8999
: _— 1
i=2, j=1. u, - (uy, +4u,, +Uuy ) ~0.8185
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=3, j=1: u,=
I1=4, J=1. u,=
1=5 J=1. u,=
I=1 J=2: u,=
=2, J=2! Uy,=
1=3, J=2: Uy=
=4, J=2: U,=
=5 ]=2! Ug,=
I=1 J=3: u,=
1=2, ]=3: Uy=
1=3, J=3: Uy,=
I=4, J]=3. U, =
=5 ]=3! Uy,=
1=1 J=4: ug=
1=2, J=4: Uy=
1=3, J=4."Uy; =

+(Uy, +4Uy, +U,, )~ 0.6945

(U, +4u,, +uy, )~ 0.5414
+(Uy, +4Ug, +Ug, ) = 0.3669

+(Ug, +4U,, +U,, ) ~0.8917
-(uy, +4u,, +u,, )~ 0.8114
-(uy, +4u,, +u,, ) ~ 0.6897
-(us, +4u,, +Ug, ) ~ 0.5379
-(u,, +4ug, + Uy, ) ~ 0.3648
+(Ugg +4Uy, + U, ) ~ 0.885

+(Uys + 4U; + Uy, ) =~ 0.8045
+(Uys +4uy; +U,, ) ~ 0.6847
+(Uzs +4u,, + gy ) = 0.5343
+(uy; +4ug +Ug, ) ~0.3628
(Ug, +4u,, +U,, ) ~0.8794
-(uy, +4u,, +U,, ) ~0.798

+(Uy, +4uy, +u,, ) ~0.6796

c»IH cn||a CDlH mIH ou||—\ cnll—\ m||—\ o’l'* osIH o~,|._\ @IH @“_\ CDIH cnll—\ cn|p owln—\
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i=4, j=4: u,= . (uy, +4u,, +ug, ) ~0.5308
1
i=5 j=4: Ug= . (Uy, +4ug, +Ug, ) ~ 0.3609
1
i=1 j=5: u,= . (Ugs + 4uy5 + U, ) =~ 0.8746
. 1
i=2, j=5: Uyg= 4 (Uys + By + Uy ) = 0.7918
1
i=3, j=5: Uy= . (Uys +4Uys +U,5 ) = 0.6745
: 1
i=4, j=5: Ug= . (Ugs + 4U,g + Ugg ) = 0.5273
1
i=5 j=5: U= . (Ugs +4Ugs +Ugg ) = 0.359
fj 0 1 2 3 4 5 6
X( 0,0 0,0 0, 0,0 0,0 0,
/y() 0 01667 |03333 |005 06667 | 08333 |01
0,9 0,9 0,9 0, 0,9 0,9 0,
0 |32 32 32 932 32 32 932
0, 0,9 0,9 0,8 0, 0,8 0,8 0,
1 249 104 998 8916 | 850 794 8746
0, 0,8 0,8 0,8 0, 0,8 0,7 0,
2 309 254 185 8114 | 045 979 7918
0, 0,7 0,6 0,6 0, 0,6 0,6 0,
3 038 991 945 6896 | 846 795 6745
0, 0,5 0,5 0,5 0, 0,5 0,5 0,
4 4869 450 414 5378 | 343 307 5272
0, 0,3 0,3 0,3 0, 0,3 0,3 0,
5 7166 6919 669 3648 | 628 609 3590
@ https://scientific-jl.org/obr <1289 » Buoinyck scypuana Ne-61

Yacmo—3_ Aneaps —2025



;gf _J OBPA30BAHHUE HAYKA H HHHOBAI[HOHHBIE H/IEH B MHPE

NN

2181-3187

0, 0,1

79813

0,1 0,1

798

0,
1798

6 798

798

0,1 0,1

798

1798

0,

—

Endi ushbu misolni python dasturlash tilidagi kodini keltiramiz:

Import numpy as np

Import pandas as pd

# Parametrlarni belgilash

L = 0.6 # x ning oxirgi giymati

T =0.1 #tning oxirgi giymati

h=0.1 #x uchun gadam

tau=1/600 #tuchun gadam

alpha =tau / h**2

# To'r nugtalari

x_points = np.linspace(0, L, 7) # 7 ta x nuqtalari
t_points = np.linspace(0, T, 7) # 7 ta t nuqtalari
# Matritsani e'lon gilish (u uchun)

u = np.zeros((len(t_points), len(x_points)))

# Boshlang'ich shartlar: u(x, 0) = cos(2x + 0.19)

uf0, :] = np.cos(2 * x_points + 0.19)

# Chegaraviy shartlar: u(0, t) = 0.932, u(L, t) =0.1798

u[:, 0] =0.932

u[:, -1] =0.1798
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# To'r metodi yordamida yechim
for n in range(len(t_points) - 1): # vaqt bo'yicha
for i in range(1, len(x_points) - 1): # x bo'yicha
uln+1,i] =u[n, i] +alpha* (u[n,i+1]-2*u[n,i] +u[n,i-1])
# Natijalarni jadval shaklida chigarish
table = pd.DataFrame(u, columns=[f"'x={round(x, 2)}"" for x in x_points])
table.index = [f"'t={round(t, 4)}"" for tin t_points]

# Jadvalni chop etish

print(**Natijalar jadvali:

)

print(table)
Natija:

In [1@]: runfile( "C:/Users/
Natijalar jadwvali:
.8 W=8.: w=8.2 w=8.3 w=8.4
gg @ 8.548698
B. 545844
B.541422

B.879426
B.874689

t=
t=
t=
0=
t=
t=
t=

Xulosa. To‘r usuli parabolik differensial tenglamalarni yechishning qulay va
samarali vositasi bo‘lib, u real jarayonlarni modellashtirishda keng go‘llaniladi. Ushbu
magolada Kkeltirilgan nazariy yondashuvlar va amaliy yechimlar parabolik

tenglamalarni go‘llaydigan masalalar uchun foydali bo‘ladi.
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