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keltirilgan. 

 Kalit so‘zlar: chiziqli fazo, kompleks sonlar, kompleks chiziqli fazo, chiziqli 

erkli sistema, qism fazo, refleksivlik, simmetriklik, tranzitivlik, ko‘p o‘lchamli tor. 

 

FUNCTIONS DEFINED IN MULTIDIMENSIONAL SPACES AND THEIR 

PROPERTIES 

 

Norqulova Gulibodom Oybek qizi 

Bukhara State University 

 

Annotation. The article provides general information about linear spaces, 

subspaces of linear spaces, factor spaces of linear spaces, and normalized linear spaces, 

along with relevant examples. Additionally, it includes information about functions 

defined in linear spaces and multidimensional spaces, as well as their properties. 

Keywords: linear space, complex numbers, complex linear space, linear 

freedom system, subspace, reflexivity, symmetry, transitivity, multidimensional space. 

 

 Chiziqli fazo (vektor fazo) tushunchasi matematikaning asosiy tayanch 

tushunchalardan biri hisoblanadi. Quyida C  orqali kompleks sonlar, R  orqali haqiqiy 

sonlar to‘plamini belgilaymiz [1]. 

 1-ta'rif. Agar elementlari zy,x,  bo‘lgan L  to‘plamda quyidagi ikki amal 

aniqlangan bo‘lsa: 

 I. Ixtiyoriy ikkita Lyx,   elementlarga ularning yig‘indisi deb ataluvchi aniq 

bir Lyx   element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy Lzyx, ,  elementlar uchun 

1) xyyx   (kommutativlik), 

2) zyxzyx  )()(  (assotsiativlik), 

3) L  da shunday   element mavjud bo‘lib, xx   (nolning mavjudligi), 
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4) shunday Lx  element mavjud bo‘lib,  )( xx  (qarama-qarshi 

elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa; 

  II. ixtiyoriy Lx  element va ixtiyoriy   son ( R  yoki C ) uchun x  

elementning   songa ko‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir Lx  element mos 

qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy Lyx,   va ixtiyoriy  ,  sonlar uchun 

5) ,)()( xx    

6) xx 1 ,  

7)   ,xxx     

8)   yxyx     

aksiomalar bajarilsa, u holda L  to‘plam chiziqli fazo yoki vektor fazo deb ataladi. 

 Ta’rifda kiritilgan I va II amallar mos ravishda yig‘indi va songa ko‘paytirish 

amallari deb ataladi. 

 Ta’rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (haqiqiy sonlar R  yoki kompleks 

sonlar C ) bog‘liq holda chiziqli fazo haqiqiy yoki kompleks chiziqli fazo deb ataladi. 

 1-misol. RL   haqiqiy sonlar to‘plami odatdagi qo‘shish va ko‘paytirish 

amallariga nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil qiladi. CL   kompleks sonlar 

to‘plami ham kompleks sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallariga  nisbatan 

kompleks chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 2-misol.   nniRx,x,,xxxRL in
n  ,,2,1, ),( 21   ta haqiqiy 

sonlarning tartiblangan guruhlari to‘plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa 

ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi:  

 Ixtiyoriy ),...,,( 21 nxxxx   va 
n

n Ryyyy  ),...,,( 21  lar uchun 

),...,,( 2211 nn yxyxyxyx            (1) 

),...,,( 21 nxxxx   .                                         (2) 

nR  - to‘plam (1) va (2) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish 

amallariga nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil qiladi va u n  - o‘lchamli haqiqiy 

chiziqli fazo deb ataladi. 

 3-misol. },...,2,1,),,...,,({ 21 nkCzzzzzCL kn
n  . Bu yerda 

ham elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (1) va (2) tengliklar 

ko‘rinishida aniqlanadi. 
nC  - to‘plam kompleks chiziqli fazo bo‘ladi va u n - 

o‘lchamli kompleks chiziqli fazo deb ataladi. 

 4-misol. ],[],[ babaCL   kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar 

to‘plami. Funksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa ko‘paytirish amallari mos 

ravishda  
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)()())(( xgxfxgf                                   (13) 

va  

       xfxf                                             (4) 

ko‘rinishda aniqlanadi. (3) va (4) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa 

ko‘paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 

],[ baC  to‘plam chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 5-misol. }:,...)...,,,({
1

2

212  


n
nn xxxxxl  - kvadrati bilan 

jamlanuvchi ketma-ketliklar to‘plami. Bu yerda elementlarni qo‘shish va songa 

ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi: 

,...),...,,( 2211 nn yxyxyxyx                   (5) 

Cxxxxxxx nn   ,,...)...,,,(,...)...,,,( 2121 .        (6) 

Yig‘indi 2lyx   ekanligi 
222 ||2||2|| baba   tengsizlikdan kelib chiqadi. 

(5) va (6) tengliklar bilan aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari chiziqli 

fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 2l  - to‘plam kompleks chiziqli 

fazo bo‘ladi. 

 6-misol. }0lim:),,,,({ 210 


n
n

n xxxxxc  - nolga 

yaqinlashuvchi ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish va songa 

ko‘paytirish amallari (5) va (6) tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi va ular chiziqli 

fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, 0c  - to‘plam chiziqli fazo bo‘ladi. 

 7-misol.   }lim:,......,,,{ 21 axxxxxc n
n

n 


 - yaqinlashuvchi ketma-

ketliklar to‘plami. Bu to‘plam ham 5-misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish 

amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 8-misol. mL   - barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam 

ham 5-misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli 

fazo tashkil qiladi. 

 2-ta’rif. Bizga L  va *L  chiziqli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar bu fazolar 

o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lib, 

 ***,,,*,va* LyxLyxyyxx   

ekanligidan  

 sonixtiyoriy*,va**   yxyxyx  

ekanligi kelib chiqsa, u holda L  va *L  chiziqli fazolar o‘zaro izomorf fazolar deyiladi 

[2]. 

 Izomorf fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb qarash mumkin. 
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 3-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoning nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi uchun 

hech bo‘lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lgan naaa ...,,, 21  sonlar mavjud 

bo‘lib, 

0...
2211


nn

xaxaxa                                      (5) 

tenglik bajarilsa, u holda nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi chiziqli bog‘langan 

deyiladi. Aks holda, ya'ni (5) tenglikdan 0...
21


n

aaa
 ekanligi kelib chiqsa, 

nxxx ...,,, 21  elementlar sistemasi chiziqli bog‘lanmagan yoki chiziqli erkli deyiladi 

[3]. 

 Agar ,...,,, 21 nxxx  cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chekli qism 

sistemasi chiziqli erkli bo‘lsa, u holda  
1nnx  sistema chiziqli erkli deyiladi. 

 4-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda n  elementli chiziqli erkli sistema mavjud 

bo‘lib, bu fazoning ixtiyoriy 1n  ta elementdan iborat sistemasi chiziqli bog‘langan 

bo‘lsa, u holda Lga n  - o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va nL dim  deb yoziladi. 

n -o‘lchamli L  chiziqli fazoning ixtiyoriy n  ta elementdan iborat chiziqli erkli 

sistemasi shu fazoning bazisi deyiladi [1-3]. 

 5-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda ixtiyoriy Nn  uchun n  elementli chiziqli 

erkli sistema mavjud bo‘lsa, u holda L  cheksiz o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va 

Ldim  ko‘rinishda yoziladi.  

 Chiziqli fazoning qism fazosi. Bizga L  chiziqli fazoning bo‘sh bo‘lmagan L  

qism to‘plami berilgan bo‘lsin. 

 6-ta’rif. Agar L  ning o‘zi L  da kiritilgan amallarga nisbatan chiziqli fazoni 

tashkil qilsa, u holda L  to‘plam L  ning qism fazosi deyiladi. 

 Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy Lyx ,  va )(, RCba   sonlar 

uchun Lbyax   bo‘lsa, L  qism fazo deyiladi. 

 Har qanday L  chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat    qism fazosi bor. 

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L  chiziqli fazoni o‘zining qism fazosi sifatida qarash 

mumkin. 

 7-ta’rif. L  chiziqli fazodan farqli va hech bo‘lmaganda bitta nolmas elementni 

saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladi. 

 9-misol. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi ],[ baV  ni qaraymiz. 

Ma’lumki, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar to‘plami ],[ baV  ning qism to‘plami 

bo‘ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yig‘indisi har doim monoton funksiya 

bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish mumkin. 1)( 2  ttx , 

tty 2)(   funksiyalarning har biri ]2,0[  kesmada monoton funksiya bo‘ladi, ammo 
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ularning yig‘indisi 
2)1()()(  ttytx  funksiya ]2,0[  kesmada monoton emas. 

Demak, ],[ ba  kesmada monoton funksiyalar to‘plami ],[ baV  fazoning qism fazosi 

bo‘la olmaydi. Demak, chiziqli fazoning har qanday qism to‘plami qism fazo tashkil 

qilavermas ekan [3]. 

 Bizga L  fazoning bo‘sh bo‘lmagan  ix  qism to‘plami berilgan bo‘lsin. U 

holda L  chiziqli fazoda  ix  sistemani o‘zida saqlovchi minimal qism fazo mavjud. 

 Haqiqatan ham,  ix  sistemani saqlovchi hech bo‘lmaganda bitta qism fazo 

mavjud, bu L  ning o‘zi. 

 Ixtiyoriy sondagi qism fazolarning kesishmasi yana qism fazo bo‘ladi. 

Haqiqatan ham, agar 
i

iLL *
 

bo‘lib *, Lyx   bo‘lsa, u holda ta’rifga ko‘ra 

ixtiyoriy i  uchun iLyx ,  bo‘ladi. iL  qism fazo bo‘lganligi uchun iLyx    

munosabat barcha  ,  sonlar uchun o‘rinli. Demak, *Lyx    bo‘ladi. 

 Endi }{ ix  sistemani saqlovchi L  ning barcha qism fazolarini olamiz va ularning 

kesishmasini qaraymiz hamda uni   ixL  orqali belgilaymiz.   ixL  qism fazo 

}{ ix  sistemani saqlovchi minimal qism fazo bo‘ladi. Bu   ixL  minimal qism fazo 

}{ ix  "sistemadan hosil bo‘lgan" qism fazo yoki }{ ix  sistemaning chiziqli qobig‘i 

deyiladi.  

 Chiziqli fazoning faktor fazosi. Bizga L  chiziqli fazo va uning L  xos qism 

fazosi berilgan bo‘lsin. L  ning elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish 

mumkin. 

 8- ta’rif. Agar Lyx ,  elementlar uchun yx   ayirma L  ga tegishli bo‘lsa, 

x  va y  ekvivalent elementlar deb ataladi. 

 Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetriklik va 

tranzitivlik xossalariga ega. Haqiqatan ham, 'Lxx   (refleksivlik); 'Lyx   dan 

')( Lyxxy   (simmetriklik); 'Lyx  , 'Lxy   dan 

Lzyyxzx  )()(  (tranzitivlik).  Shuning uchun bu munosabat L  ni 

o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvivalent 

elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar qo‘shni sinflar deb ataladi. Barcha qo‘shni 

sinflar to‘plami L  chiziqli fazoning L  qism fazo bo‘yicha faktor fazosi deb ataladi va 

'/ LL  ko‘rinishda belgilanadi. 

 Tabiiyki, har qanday faktor fazoda yig‘indi va songa ko‘paytirish amallari 

kiritiladi. 
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 Aytaylik,   va   lar '/ LL  dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar bo‘lsin. Bu 

sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan   yx , .   va   

sinflarning yig‘indisi sifatida yx   elementni saqlovchi   sinf qabul qilinadi.   

qo‘shni sinfning   songa ko‘paytmasi sifatida x  elementni saqlovchi sinf qabul 

qilinadi. Natija   yx ,  vakillarning tanlanishiga bog‘liq emas, chunki, 

qandaydir boshqa   ',' yx  vakillarni olsak ham 

 )()( yxyx  Lyyxx  )()(  

bo‘lgani uchun  '' yx  bo‘ladi. Bevosita tekshirish shuni ko‘rsatadiki, '/ LL  da 

aniqlangan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallar chiziqli fazo ta'rifidagi aksiomalarni 

qanoatlantiradi (buni mustaqil tekshirib ko‘rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). 

Boshqacha aytganda, '/ LL  faktor fazo chiziqli fazo tashkil qiladi. 

 Shunday qilib, har bir '/ LL  faktor fazo unda yuqorida ko‘rsatilgan usulda 

kiritilgan yig‘indi va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. 

Shuni ta'kidlash joizki, har qanday faktor fazoda L  qism fazo '/ LL  faktor fazoning 

nol elementi bo‘ladi. Ma'lumki, L  qism fazoning elementlari o‘zaro ekvivalent va L  

qism fazo L  chiziqli fazoning nol elementini saqlaydi. Shuning uchun   va L  qo‘shni 

sinf lar ning yig‘indisi xx   ( ', Lx   ) elementni saqlovchi qo‘shni sinfga, 

ya'ni   ga teng [2].  

 9-ta’rif. '/ LL  faktor fazoning o‘lchami L  qism fazoning koo‘lchami deyiladi. 

 Agar L qism fazo chekli n  koo‘lchamga ega bo‘lsa, u holda L  da shunday 

nxxx ,...,, 21  elementlarni tanlash mumkinki, ixtiyoriy Lx  element 

yxxxx nn   ...2211  ko‘rinishda bir qiymatli ifodalanadi, bu yerda 

n ,...,, 21  - sonlar, Ly  . Haqiqatan ham, '/ LL  faktor fazo n  - o‘lchamli 

bo‘lsin. Bu faktor fazoda n ,...,, 21  bazisni tanlaymiz va har bir k  sinfdan bittadan 

kx  vakil olamiz. Endi Lx  ixtiyoriy element bo‘lsin va   esa x  ni saqlovchi '/ LL  

dagi qo‘shni sinf bo‘lsin. U holda 

nn  ...2211 . 

Ta'rifga ko‘ra   sinfdagi har bir element, xususiy holda, x  element nxxx ,...,, 21  

elementlarning  nn xxx   ...2211  
chiziqli kombinatsiyasidan L  dan olingan 

elementgagina farq qiladi, ya'ni 

',...
2211

Lyyxxxx
nn

  .                           (6) 

Bu tasvirning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, 

'','... '

2

'

21

'

1
Lyyxxxx

nn
   

tasvir ham o‘rinli bo‘lsin. U holda 
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')(...)()(0 '

2

'

221

'

11
yyxxx

nnn
   

tenglikka kelamiz. Bundan  

',,...,, ''

22

'

11
yy

nn
  . 

Chiziqli normalangan fazolar. Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga 

yaqinligi degan tushuncha yo‘q. Ko‘plab amaliy masalalarni hal qilishda elementlarni 

qo‘shish va ularni songa ko‘paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi 

masofa, ularning yaqinligi tushunchasini kiritishga to‘g‘ri keladi. Bu bizni 

normalangan chiziqli fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi 

S.Banax va boshqa matematiklar tomonidan rivojlantirilgan [3]. 

10-ta’rif. Bizga L  - chiziqli fazo va unda aniqlangan haqiqiy qiymatli p  

funksional berilgan bo‘lsin. Agar p  quyidagi uchta shartni qanoatlantirsa, unga norma 

deyiladi:  

1) ;0)(;,0)(  xxpLxxp   

2) LxCaxpaaxp  ,),()( ; 

3) Lyxypxpyxp  ,),()()( .  

11-ta'rif. Norma kiritilgan L  chiziqli fazoga chiziqli normalangan fazo 

deyiladi va Lx  elementning normasi x  orqali belgilanadi. 

Agar L  - normalangan fazoda Lyx ,  elementlar jufti uchun 

  yxyx ,  

sonni mos qo‘ysak,   funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini qanoatlantiradi. 

Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 shartlaridan bevosita kelib chiqadi. 

Demak, har qanday chiziqli normalangan fazoni metrik fazo sifatida qarash mumkin. 

Shu sababli, metrik fazolarda o‘rinli bo‘lgan barcha tasdiqlar (ma'lumotlar) chiziqli 

normalangan fazolarda ham o‘rinli. 

 10-misol. ],[],[ babaCL   kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar 

fazosi. Bu fazoda ],[ baCf   elementning normasi  

 xff
bxa 

 max  

tenglik bilan aniqlanadi. Agar ],[ baC  chiziqli fazoda norma  


b

a

dttff |)(|
1  

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni ],[1 baC , agar norma  


b

a

dttff 2

2
|)(|  
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tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni ],[
2

baC  deb belgilaymiz.  

 X  chiziqli normalangan fazoda }{
n

x  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 

12-ta'rif. Biror Xx  va ixtiyoriy 0  uchun shunday 0)(00  nn  

mavjud bo‘lib, barcha 0nn   larda  xxn  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  ketma-

ketlik Xx  elementga yaqinlashadi deyiladi. 

13-ta'rif. Agar ixtiyoriy 0  son uchun shunday 0)(00  nn  mavjud 

bo‘lib, barcha 0nn   va Np  larda  npn xx  tengsizlik bajarilsa, }{ nx  - 

fundamental ketma-ketlik deyiladi. 

14-ta'rif. Agar X  chiziqli normalangan fazodagi ixtiyoriy }{ nx  fundamental 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda X  to‘la normalangan fazo yoki Banax 

fazosi deyiladi. 

 Юқорида баён қилинган тушунчалар [4-25] мақолаларда кенг қўлланилган 

ва тегишли натижалар олинган. 
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